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Aufgabe 1 (Relationen, Aquivalenzrelationen)
(i) Essei X ={-2,-1,0,1,2} und z,y € X. Zeigen Sie, dass

Ty = x? =97

eine Aquivalenzrelation auf X definiert und geben Sie alle Aquivalenzklassen an.

(ii) Es sei M := {a, b} eine zweielementige Menge. Bestimmen Sie alle moglichen Relationen R auf
M und untersuchen Sie diese jeweils auf die folgenden Eigenschaften:

(a) Reflexivitat
(b) Symmetrie
(c¢) Transitivitét

Hinweis: Eine Relation R = (M, R) ist definiert tiber eine Teilmenge R C M x M. Denken Sie
bei der Untersuchung der Relationen an die Aussagenlogik.

Losung 1
(i) {(m,y) X,y € XNx~ Z/} = {(070)7 (_27 _2)7 (_17 —1), (17 1)7 (17 _1>7 (_17 1)7 (272)7 (_2,2), (27 _2)}'
Seien z,y,z € X. ~ ist

— reflexiv, da offenbar 22 = 22 gilt.

— symmetrisch: z ~y <= 2?2 =y? <= y? =22 <= y~ 2z, und
— transitiv:
T~YNY ~z < :102:y2/\y2:z2
PRGNS S
=2 = 2
= x~ 2z

Die Aquivalenzklassen sind gegeben durch {0},{—1,1},{-2,2}.



(ii) Esist M x M = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}. Jede Teilmenge davon ist eine Relation:

Relation R reflexiv | symmetrisch | transitiv
0 — v v
{(a,a)} - v v
{(a7 b)} - - v
{(b,a)} - - 4
{(b,b)} — v v
{(ava)a(a’ b)} - - v
{(ava)7(b7 a)} - - v
{(a,a), (b,b)} v v v
{(avb)7(b7 a)} - v -
{(CL, b)v (bv b)} - - v
{(b> a)7 (bv b)} - - v
{(a’v a)v (avb)7(b7 a)} - v -
{(a,a), (a,b),(b,b)} v - v
{(a,a), (b,a),(b,b)} v - v
{(a,b), (b,a),(b,b)} — v -
{(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)} v v v

Die Aquivalenzrelationen auf M sind gerade die Relationen, die reflexiv, symmetrisch und transitiv
sind, d.h. {(a, @), (b,0)} und {(a,a), (a,b), (b, ), (b,b)}.

Aufgabe 2 (Injektivitdt, Surjektivitat, Bijektivitét)

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt, Surjektivitiat sowie Bijektivitdt. Beweisen
Sie jeweils Thr Ergebnis.

(i) f:N={-1,+1}, n— (=1)"
(i) g: R>R,z—1-2x
(iii) h:N—=Ng, n+n? -1

)

(iv) £:R - R, z —sinx

Losung 2
(i) f ist nicht injektiv, denn es gilt f(2) =1 = f(4), obwohl 2 # 4.
f ist jedoch surjektiv, denn es gilt f(1) = —1 und f(2) = +1.
Da f nicht injektiv ist, ist f insbesondere nicht bijektiv.
(ii) g¢ ist injektiv:
Seien z,y € R mit g(x) =1—-2z=1-2y = g(y).
1-2x=1-2y

== 2o =-2y
= r=y

g ist surjektiv:
Sei y € R beliebig. Setze x = 1%9 Dann ist x € R und es gilt g(z) =1 — 21_Ty =.

Somit ist g auch bijektiv.



(iii) h ist injektiv:
Seien m,n € N mit m # n. Dann gilt wegen 0 < m,n auch m? # n? und damit h(m) # h(n).

h ist nicht surjektiv, da hier nur auf die ,,Quadratzahlen minus 1%, also auf {0, 3,8,15,24,...}
abgebildet wird. Insbesondere liegt also 1 nicht im Bild.

h ist nicht bijektiv, da nicht surjektiv.
(iv) £ ist nicht injektiv, denn es gilt £(0) = 0 = ¢(m), obwohl 0 # 7.
¢ ist auch nicht surjektiv, da Vo € R :sinz € [-1,1] C R.

£ ist also auch nicht bijektiv.

Aufgabe 3 (Urbild, Bild)
(i) Fiir a > 0 ist die Funktion f: R — R, z + 2% — a® gegeben. Bestimmen Sie
(a) das Bild des Intervals [—1,1] ;== {x € R| — 1 <z < 1} unter f,
(b) das Urbild des Intervals (0,1] := {x € R|0 < x < 1} unter f.
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

(ii) Seien A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung. Weiter sei I eine Indexmenge und fiir alle
1 € I seien U; Teilmengen von B. Zeigen Sie die Gleichung;:

! ( N Uz-) ='W

icl el

(iii) Zeigen Sie weiter, dass der Ausdruck in (ii) im Allgemeinen nicht richtig ist, wenn man f~! durch
f ersetzt und U; als Teilmengen von A wéhlt.

Losung 3
1) () f([-1,1]) = [-a®,1 - a?:

ze[-1,1] <= 22 €[0,1] <= 2

—a* € [-a*1—a?

() 7(0.1]) = [~ VIT @, —a) U (a, VI a]:

z e f71((0,1]) <= f(x) € (0,1] (1)
— 22 —a® € (0,1] (2)
— 22 >d’ N2? <1+d (3)

(a) 22 >a? <= z>aVzr < —a < 7€ (—o0,—a)U (a,0)
b) 22 <1+4+a? <= —V1i+a2<r<V1i+a? & z€[-V1+aV1+d?
Also:

li < z € ((—00,—a) U (a,00)) N ([—\/1+a2,\/1+a2]) (4)

Daa < vV1+a?und —a > —v1 + a? haben wir also

() < ze[-V1+a2 —a)U(a,V1+a?| (5)



(ii) Nach den Definitionen von Urbild und Schnitt gilt folgende Kette von Aquivalenzen, fiir jedes
x € A

ze [TH(U) < fx) €U
iel iel
= Vier f(x) € U;
= Ve v € fTHY)

—zIc m f_l(Ui).
el

Da z € A beliebig war, folgt =1 (N;e; Ui) = Nier [ HUL).

iii) Zeigen wir nun, dass fiir eine Funktion f : A — B und Mengen U,V C A im Allgemeinen
g g g
fnv)#f(U)N f(V) ist. Es reicht dafiir, ein geeignetes Beispiel anzugeben:

Sei etwa f : {1,2} — N gegeben durch f(1) = f(2) = 1 und seien U = {1}, V = {2}. Dann
ist UNV = 0, also auch f(UNV) = 0. Andererseits ist f(U) = f(V) = {1} und damit
fO)NfvV)={1y 0= fUNV).

Aufgabe 4 (Verkettung von Funktionen)

(i) Seien f: W — X, g9: X =Y, h:Y — Z Funktionen. Zeigen Sie, dass fiir die Abbildung von W
nach Z gilt:

(hog)of=ho(gof),
die Verkettung also assoziativ ist.

(ii) Betrachten Sie nun die Funktionen f: R — R, z — €* und g : R — R, x + 2% — 5. Bestimmen
Sie f o g sowie g o f. Folgern Sie daraus, dass die Verkettung i. A. nicht kommutativ ist.

Losung 4
(i) Vo e W:((hog)o f)(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(2))) = h((go f)(x)) = (he(go f))(z)
(i) (f o 9)(@) = f(g(x)) = f(a? - 5x) = &= 7.
(9o f)(@) =g(f(x)) = g(e®) = (¢%)? — be® = e** — 5e™.
Es folgt also: fog# go f.

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe: Paare, 3-Tupel)
(i) Seien A, B Mengen und A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Zeigen Sie:

(a,0) :== {{a},{a,b}}
definiert in der Tat ein Paar, d.h. Va,a’ € A, Vb,0' € B : (a,b) = (d/,b/) = a=d Nb=1.
(ii) Seien A, B,C Mengen mit |[AN BN C| > 2. Zeigen Sie, dass die Menge (von Mengen)
{{a} {a,b}, {a.b,c}}

kein 3-Tupel definiert.



Losung 5

(i)

Seien a,a’ € A und b,V € B. Es ist nach obiger Definition (a,b) = (d/,b') <—
{{a}{a.b}} = {{d'}, {d",V'}}.

Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ist a = b oder es ist a # b.
1) a = b: Dann folgt aus

{a} {a,0}} = {{a}, {a,a}} = {{a},. {a}} = {{a}} = {{a'}, {a,V'}},
dass a = a’ =V, also insgesamt a = b = @’ = V' und damit insbesondere a =a’ ANb=1V'.

2) a # b: Dann lésst sich die Menge von Mengen {{a}, {a,b}} nicht vereinfachen (denn {a} #
{a,b}) und es folgt aus

{{a},{a,b}} = {{a'}, {a’,0'}},
dass a = a’ ANb =10 (Denn wire a # o/, dann wéare {a} # {a'}, und {a,b} # {d'}, weil a # b.
Daraus folgt: @ = a’. Nun muss noch gelten: {a, b} = {a,b'}. Daraus folgt: b =1b'.

Nehmen wir an, es géibe eine solche Mengendefinition von 3-Tupeln. Betrachte z.B. die Mengen
A =B =C=1{1,2,3} und die 3-Tupel (1,2,2) sowie (1,2,1). Letzteres sind zwei verschiedene
3-Tupel, doch die Mengendefinition kann sie nicht unterscheiden, denn:

(1,2,2) = {{1}, {1, 2}, {1,2,2}} = {{1}, {1, 2}, {1, 2}} = {{1}, {1, 2}, {1,2,1}} = (1,2, 1)

Die Mengendefiniton versagt also bei 3-Tupeln.



